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تـرین   شکر فراوان ایزد یکتا را که آدمی را بـه کامـل  
ریـده، بـراي هـدایت او پیـامبران را فرسـتاد.      وجه آف

پایــان بـر آخــرین فرسـتادة او محمــد(ص)،    درود بـی 
سلام بر امامان معصوم(ع)، بـا آرزوي ظهـور آخـرین    

  ها حضرت قائم(عج). آن
  

  پیشگفتار
 

هـا بـه سـرعت     بـورس  ، کسـب و کـار و  1هاي مالی حوزهامروزه در دنیاي اقتصاد و مدیریت در 
 2ادي ایجاد شده است. این تغییـرات سـریع بـه واسـطۀ ابزارهـاي مـالی مـدرن       رشد و تغییرات زی

هـاي جدیـد، فراینـدهاي     اند. براي به کارگیري این ابـزار   پدید آمده، که در ضمن بسیار پیچیده
هـا   گـذاري  انـواع قیمـت   تصادفی مورد نیاز است. با استفاده از فرایندهاي تصـادفی و ریاضـیات  

تـوان   ریاضـیات مـالی را مـی    نامنـد.  مـی  3عه را برخـی ریاضـیات مـالی   شود. این مجمو انجام می
 5و مهندسـی مـالی   4اي از ریاضیات کاربردي دانست. بین ریاضیات مالی و محاسبات مالی شاخه
هاي سنتی مهندسی نیست و ایـن اصـطلاح    پوشانی زیادي وجود دارد. مهندسی مالی از رشته هم

هـاي ریسـک کـار     هاي انگلیس براي تیمی کـه در زمینـه   در بانک 1980اولین بار دراوایل دهۀ 
، مهندسی مالی را بـه ایـن   6(IAFE)المللی مهندسی مالی  کردند، به کار گرفته شد. انجمن بین می

مهندسی مالی عبارت است از توسعه و بـه کـارگیري خلاقانـۀ فناورانـۀ      کند: صورت تعریف می
  هاي مالی. مالی براي حل مسائل مالی و استفاده از فرصت

براي ارائۀ ریاضیات مالی یا مهندسی مالی از فرایندهاي تصادفی و کاربردهاي آن ماننـد  
شود. به همین دلیل برخـی ازمؤلفـان    انتگرال تصادفی و معادلات دیفرانسیل تصادفی استفاده می
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نامنـد. خواننـدگان ارجمنـد بـا حسـابان معمـولی کـه همـان حسـاب           می 1آن را حسابان تصادفی
باشد،آشنایی کامل دارند. در حسابان معمـولی، متغیرهـا متعـین یـا غیـر       رانسیل و انتگرال میدیف

اند و بـه همـین دلیـل برخـی      تصادفی است و در حسابان تصادفی اساس کار فرایندهاي تصادفی
اند. در حسابان معمولی، با مفـاهیم متغیـر، تـابع،     آن را فرایند تصادفی و کاربردهاي آن نام نهاده

هـاي مختلـف از    تق، انتگرال، معادلات دیفرانسیل آشـنا شـده و بـه کاربردهـاي آن در رشـته     مش
هـا در حسـابان تصـادفی وجـود دارد.      ایم. نظیر همـین سرفصـل   جمله مدیریت و اقتصاد پی برده

ترین بخش در حسابان تصادفی فرایندهاي تصادفی گسسته و پیوسـته اسـت کـه بـه کمـک       مهم
توان در  شود و می تگرال تصادفی و معادلات دیفرانسیل تصادفی تبیین میفرایندهاي تصادفی، ان

گـذاري انـواع سـهام، اختیارهـا، قراردادهـاي آتـی،        بازارهاي سرمایه و بیمه بـه تحلیـل و قیمـت   
فرایندهاي تصادفی پیشـرفته و  معاوضه و غیره پرداخت. به علت کاربرد فراوان آن این کتاب را 

  ام. نامیده ، مدیریت و مهندسی مالیکاربردهاي آن در اقتصاد
هـاي   هاي مختلـف در دانشـگاه   تألیف این کتاب ثمرة تجربۀ تدریس این مطالب در سال

هـاي مهندسـی مـالی،     شهید بهشتی، تهران،علامه طباطبایی، امام صادق(ع) و پیـام نـور در رشـته   
هـا و   . از کتـاب هاي تحصیلات تکمیلی اسـت  مدیریت مالی، مدیریت صنعتی و اقتصاد در دوره

ام، که در فهرست منابع آمده است. براي بیـان فراینـدهاي تصـادفی     مقالات زیادي نیز سود برده
هاي موجود در این زمینه، ابتـدا   نیاز کامل به مفاهیم احتمال داریم. به همین دلیل در بیشتر کتاب

  مروري مختصر بر نظریۀ احتمال ارائه شده است.
ل به اختصار مروري بر نظریۀ احتمال خواهیم داشت. ابتدا بـه  قابل ذکر است در فصل او

تعاریف اساسی، از جمله جبرـ زیگما یا سـاختار اطلاعـاتی و انـدازة احتمـال، فضـاي احتمـال و       
هاي جدید معمول دنیا خـواهیم پرداخـت. سـپس چنـد توزیـع       متغیرهاي تصادفی با توجه به بیان

دمتغیره را که مورد نیاز است بیان خـواهیم کـرد. در   هاي یک متغیره و چن خاص از جمله توزیع
 شویم. هاي شرطی را یادآور می پایان، توزیع

گـردد. ابزارهـاي    در فصل دوم، ابزارهاي مالی و بازارهاي مالی موجود در جهان معرفـی مـی  
نـواع آن  توان به دو دسته اوراق قرضه و قراردادهاي مالی تقسیم کرد. ابتدا اوراق قرضه و ا مالی را می
کنـیم،   پردازیم. در بخش بعد دربـارة مشـتقات بحـث مـی     کنیم. سپس به معرفی سهام می را مطرح می

ها به ارزش دیگر متغیرهاي مالی (قیمـت سـهم، قیمـت     مشتقات ابزارهایی مالی هستند که بازدهی آن
جملـه مشـتقات،    شـوند، بسـتگی دارد. از   ورقۀ قرضه، نرخ ارز و غیره) که متغیرهاي بنیادي نامیده مـی 
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باشـند. در بازارهـاي مـالی     هاي آتی و انـواع اختیارهـاي خریـد و فـروش مـی      قراردادهاي آتی، پیمان
اند. نوع دیگـري از قـرارداد    گذاري با اهمیت علاوه بر پوشش ریسک، از نظر سرمایه جهان، اختیارها

اوراق بهـادار دیگـري بـا    رود قرارداد معاوضه یـا سـوآپ اسـت.     مشتقه که به طور گسترده به کار می
سازند. در این فصـل بـه دو نـوع از     ها را به ابزار مشتقه شبیه می هاي خاص وجود دارند که آن ویژگی
سازمان بازارهاي مـالی در   .کنیم سازمان بازارهاي مالی را معرفی می. آنگاه، ها اشاره خواهیم کرد آن

م ندارند. بازارهـاي مـالی در ایـالات متحـده     بسیاري از کشورها به لحاظ اساس ساختاري تفاوتی با ه
هـاي بـازار    ها خـواهیم داشـت. شـاخص    اي به آن ترین بازارهاي مالی هستند که اشاره از جمله پیشرفته

شـوند.   نویسـی مـی   هاي مختلف پـذیره  بسیار بااهمیت است و هزاران اوراق بهادار و قرارداد در بورس
هاي بازار بسیاري وجـود دارد.   ها، شاخص هاي آن قیمتسازي اطلاعات موجود در  به منظور خلاصه

هـاي   اي از سطح بازارها یا زیرمجموعـه  یک شاخص به دنبال آن است تا در قالب یک عدد، خلاصه
هـا اشـاره خـواهیم کـرد. سـپس مختصـري بـه تشـکیل          بازارها را بیان کند. در ادامه به تعـدادي از آن 

  کنیم. در پایان مفهوم آربیتراژ را بیان می هاي آن پرداخته، بورس در ایران و شاخص
شود. ابتدا بـه   در فصل سوم فرایندهاي تصادفی زمان ـ گسسته و انواعی از آن معرفی می 
ها و سـپس بـه    تعریف فرایندهاي تصادفی در یک فضاي احتمال فیلترشده و خواص عمومی آن

تصـادفی کـه یکـی از فراینـدهاي     برداري یا گـام   پردازیم. گام انواع مهم فرایندهاي تصادفی می
شــود. برخــی از  رود، تعریـف مــی  سـازي قیمــت ســهام بـه کــار مــی   تصـادفی جداســت و در مــدل 

هـاي   فرایندهاي تصادفی زمان ـ گسسته زنجیرهاي مارکف هستند که این زنجیرهـا معرفـی و مثـال    
ایـن   ستند کـه در شود. تعدادي از فرایندهاي تصادفی جدا مارتینگل ه ها معرفی می کاربردي از آن

شـود. در   ها در مهندسـی مـالی تشـریح مـی     کاربرد آن فصل این متغیرهاي تصادفی نیز معرفی و
اي  و چنـددوره  اي اي یـک دوره  هاي دوجمله مدلاستفاده از  گذاري اختیار با قیمتادامه دربارة 

  شود. اعم از اختیار اروپایی و امریکایی به طور کامل بحث می
تـرین   یندهاي تصادفی زمان ـ پیوسته تشریح و حرکت براونـی، مهـم    در فصل چهارم فرا

شـود. ایـن فراینـد تصـادفی بـراي بیـان فصـول بعـدي کتـاب           فرایند تصادفی پیوسته، معرفی می
ضروري است. آنگاه فرایند تصادفی پواسون و فرایند تصادفی مرکب تشـریح و بـه کمـک آن    

پیوسـته نیـز ممکـن اسـت داراي خاصـیت      شـود. فراینـدهاي تصـادفی     حرکت براونـی بیـان مـی   
شـود. فراینـدهاي تصـادفی پیوسـته کاربردهـاي       مارتینگل باشند که این خاصیت نیـز بحـث مـی   

  فراوانی در اقتصاد، مدیریت و مهندسی مالی دارد که در فصل مربوط به آن خواهیم پرداخت.
فی گیري تصـادفی اسـت، کـه بـه کمـک فراینـدهاي تصـاد        موضوع فصل پنجم انتگرال
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شود. ابتدا انتگرال ایتو کـه شـباهت بـه انتگـرال اسـتیلتیس در       ازجمله حرکت براونی تعریف می
شود. سپس انتگـرال اسـتراتونویچ کـه     آنالیز ریاضی دارد، تعریف و دربارة خواص آن بحث می

هـا در مهندسـی مـالی، بیمـه و      گردد. ایـن انتگـرال   در بیمه کاربرد دارد و محاسبۀ آن معرفی می
صاد ریاضی کاربردهاي جالبی دارند. اساس معادلات دیفرانسیل تصـادفی و کنتـرل تصـادفی    اقت

  هاي تصادفی است. این کاربردها را در فصول بعد ملاحظه خواهید کرد. مبتنی بر انتگرال
خوانندگان این کتاب قطعاً با معـادلات دیفرانسـیل معمـولی آشـنایی دارنـد و چـون در       

شویم، بنابراین در فصـل ششـم بـه آن     ت دیفرانسیل تصادفی مواجه میحسابان تصادفی با معادلا
کنـیم. سـپس    پردازیم. ابتـدا ایـن معـادلات را تعریـف و شـرایط وجـود جـواب را بیـان مـی          می

نماییم. فرمـول ایتـو کـه بسـیار اهمیـت دارد در ایـن        معادلات با ضرایب ثابت و متغیر را حل می
گاهی براي حـل   شود. ادلۀ دیفرانسیل تصادفی ارائه میفصل معرفی و کاربردهاي آن در حل مع

برخی از مسائل بـه فرمـول ایتـوي دومتغیـره نیـاز اسـت، کـه بـه جـاي اسـتفاده از آن از فرمـول            
شـود. بنـابراین اثبـات و     تري که موسوم به انتگرال جزء به جزء تصادفی است، اسـتفاده مـی   ساده

ی ملاحظـه خواهیـد کـرد. معـادلات دیفرانسـیل      کاربرد آن را در حل معادلۀ دیفرانسـیل تصـادف  
هاي  سازي ابزارهاي پیشرفتۀ مالی و کنترل تصادفی در رشته تصادفی به صورت گسترده در مدل

ـ شـولز بـراي ارائـۀ     رود. براي نمونه معادلۀ دیفرانسیل تصادفی که بلک مالی و اقتصاد به کار می
از ایـن معادلـه بـراي بـرآورد قیمـت سـهام بـا        اند بیان شده است،  مدل خود از آن استفاده کرده

شود. معادلۀ دیفرانسیل دیگـري کـه در تعیـین نـرخ بهـره و       فاصلۀ اطمینان مورد نظر استفاده می
  شود. رود، مدل واسیچک است که به آن نیز اشاره می گذاري به کار می  سرمایه

در مهندسـی مـالی   در فصل هفتم، کاربرد انتگرال ایتو و  معادلات دیفرانسـیل تصـادفی   
شـولز  ـ  پردازیم و سپس مـدل بلـک   شود. در این فصل ابتدا به برآورد فاصلۀ قیمت سهام می بحث می
در اوایل دهۀ هفتـاد مـیلادي مـایرون شـولز،     کنیم.  گذاري اختیار معاملات را مطرح می و قیمت

  لی پیچیـده  هـاي مـا   گـذاري ابـزار   رابرت مرتون و فیشر بلک به پیشرفت مهمی در زمینـۀ قیمـت  
 1997ـ شـولز معـروف شـد، دسـت یافتنـد. در سـال        به وسیلۀ توسعۀ آنچه به عنـوان مـدل بلـک   

اهمیت این مدل به واسطۀ دریافت جایزة نوبل اقتصاد به وسیلۀ مایرون شولز و رابرت مرتـون در  
ـ شـولز   فوت کرده بود. مدل بلک 1995سطح جهان نمودار گشت. متأسفانه فیشر بلک در سال 

دهد که فرایندهاي تصادفی و ریاضیات مطرح شده در حسـابان تصـادفی نقـش مهمـی      شان مین
گذاري اختیار معاملات سـهام اسـت، ایـن     ـ شولز که قیمت اثبات مدل بلک .در رشتۀ مالی دارد

دهد. فرمول اثبات شده بـراي تعیـین قیمـت اختیارخریـد و فـروش       موضوع را به خوبی نشان می
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پردازنـد را   کنند. لذا فرمولی براي اختیار سهامی که سود می پرداخت نمیسهامی است که سود 
دهـیم.   آوریم؛ آنگـاه محاسـبۀ قیمـت اختیـار بـراي ارزهـا را ارائـه مـی         در این فصل به دست می

گـذاري حـق اختیـار فـروش سـهام اسـت. در ایـن بخـش ارزش          فرمول بلک عمدتاً براي قیمت
  کنیم. را نیز محاسبه می  هاي آتی اناختیار براي  قراردادهاي آتی و پیم

در فصل هشتم کنترل تصادفی که در اقتصاد ریاضی و مـدیریت پیشـرفته کـاربرد دارد،    
ابتدا به کنترل غیر تصادفی پرداخته،آن را بـه   شود. مطرح و سپس روش اصل ماکزیمم بحث می

ی نبا نااطمینـا  سئلۀ کنترلدهیم. ممکن است م ، ارائه میمعادلۀ بلمنریزي پویا، یعنی  روش برنامه
ــه   ــانی روب ــا نااطمین ــه طــور معمــول مــا ب ــثلاً  و متغیرهــاي تصــادفی همــراه باشــد. ب رو هســتیم، م

گذاري مانند خرید سهام، که در  کنندة نامطمئن به عنوان مشتري یا نااطمینانی در سرمایه مصرف
عیت و گـاهی تـابعی از یـک    ناشناخته از یک متغیـر وض ـ این موارد ما با یک توزیع احتمال آشنا یا 

اي  این وضـعیت بـه صـورت گسـترده     شویم. رو می متغیر وضعیت به عنوان یک متغیر تصادفی روبه
هاي تصادفی امروزه در اقتصـاد مـالی بـراي     رود. به علاوه، مدل هاي مختلف به کار می در زمینه
پس روش حـل آن  در این بخش، مسئلۀ کنترل تصادفی تعریف و سشود.  سازي استفاده می مدل

شود. معادلۀ بلمن در حالت تصـادفی   ریزي پویا دارد معرفی می که شباهتی کامل به روش برنامه
  شود. گردد و مقالاتی در این زمینه ارائه می اثبات و روش حل آن تبیین می

براي درك بهتر مطالب در هر فصل مسائلی به عنوان مثـال ارائـه و حـل شـده اسـت؛ لـذا بـه        
هـاي   هاي حل شده در هر فصـل توجـه و سـپس تمـرین     کنیم به مثال ین کتاب توصیه میخوانندگان ا

انتهایی هـر فصـل را حـل کننـد. در ضـمن در انتهـاي هـر فصـل خلاصـۀ مطالـب فصـل و همچنـین             
  ارائه شده است. بیشتر مطالعه براي هایی کتاب

دکتر مرتضی عزتـی،   ، به ویژه آقاي»سمت«دانم از مسئولان محترم سازمان  در پایان لازم می
ها عادله مشایخی، ویراستار کتـاب، و مـریم سـمیاري،     که در چاپ این کتاب مساعدت کردند، خانم

  که حروفچینی آن را بر عهده داشتند، صمیمانه تشکر نمایم.
هاي ارزشمند و منتقدانۀ خـود   از خوانندگان محترم تقاضا دارم که اینجانب را از دیدگاه

کتاب برخوردار نمایند. در پایان خداوند بزرگ را سپاسـگزارم کـه توفیـق    در اصلاح و ارتقاي 
  تألیف این کتاب را به من عطا فرمودند.
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